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（請接背面） 

 
 

一、如果 p, p+2 兩個數都為質數，我們稱( p, p+2)為一對孿生質數。試證明( p, p+2)為一

對孿生質數的充分必要條件為 4(( p−1)!+1)+p ≡ 0(mod p( p+2))。（20 分） 

二、φ(n)代表尤拉 Phi-函數（Euler Phi-function）。試證明： 
對任意正整數 n，φ(n)必整除 n!。（15 分） 
若正整數 n 為奇數，n 必整除 12 ! −n 。（5 分） 

三、證明 2 為 mod 13 的原根（Primitive root）。（5 分） 
試求 4 9

 ≡ 7(  13)的整數解。（15 分） 

四、設 p 為一奇質數。試證明同餘方程式 2
 + 2 + 1 ≡ 0(  p)必有一組整數解( 0, 0)滿足

0 ≤ 0 ≤
2

1−p
且 0 ≤ 0 ≤ 

2
1−p
。（20 分） 

五、數列{ } )3(,1, 2121 ≥+=== −− naaaaaa nnnn ；稱為費波那契數列（Fibonacci sequence）。

1843 年法國數學家比內（J-P-M. Binet）發現
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +=
nn

na
2

51
2

51
5

1
。假設

p ≥ 7 為一滿足 p ≡ 2(mod 5)的質數，試證明若 2p−1 也是質數，則 2p−1 必整除 pa 。

（20 分） 


